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Vorwort

Vorbemerkungen
Der vorliegende Band ist ein Arbeitsbuch für den Mathematikunterricht in allen Berufskollegs, 

die den Erwerb der allgemeinen Hochschulreife ermöglichen, und den Beruflichen Gymnasien 

in NRW der Fachrichtung Wirtschaft und Verwaltung. Das Buch behandelt den gesamten 

Lehrstoff: Analysis (Differenzial- und Integralrechnung), Stochastik (Umgang mit Wahrschein-

lichkeiten, Binomialverteilung, Normalverteilung, Hypothesentest), Lineare Algebra (Lineare 

Gleichungssysteme, Matrizen und ihre Anwendungen, Leontiefmodell, Lineare Optimierung). 

Grundlage der Inhalte ist der Lehrplan für Bildungsgänge, die zum Erwerb der allgemeinen 

Hochschulreife führen, vom Juni 2007 und vom Mai 2008.

Ab dem Abitur 2026 ist zur Bearbeitung des Aufgabenteils B nur noch ein modulares Mathe-

matiksystem (MMS) zugelassen. Dieser Änderung wird vollumfänglich Rechnung getragen.

Dabei berücksichtigt das Autorenteam die im Lehrplan geforderten Inhalte. Die Autoren 

orientieren sich an den in den Bildungsstandards vom Juli 2014 für die allgemeine Hochschul-

reife formulierten mathematischen Kompetenzen (mathematisch modellieren, Werkzeuge und 

mathematische Darstellungen nutzen, kommunizieren, innermathematische Probleme lösen, 

Umgang mit formalen und symbolischen Elementen, argumentieren).

Von den Autoren wurde bewusst darauf geachtet, dass die in den Bildungsstandards aufge-

führten Kompetenzen wie auch die Zielformulierungen inhaltlich vollständig und umfassend 

thematisiert werden. Dabei bleibt den Lehrkräften genügend didaktischer Freiraum, eigene 

Schwerpunkte zu setzen.

Begleitend werden ein Arbeitsheft (ISBN 978-3-8120-1666-5) und eine Formelsammlung 

(ISBN 978-3-8120-1113-6) angeboten. Das Arbeitsheft soll Schüler und Lehrer durch Aufgaben 

zur Wiederholung und Vertiefung unterstützen.

Hinweise und Anregungen, die zur Verbesserung beitragen, werden dankbar aufgegriffen.

Die Verfasser

Der Aufbau dieses Buches
Jedes Hauptkapitel beginnt mit der Modellierung einer

Situation, die die Schüler/innen eigenverant-

wortlich und selbständig bearbeiten.

Der Stoff in den einzelnen Kapiteln wird schrittweise 

anhand von Musterbeispielen mit ausführlichen 

Lösungen erarbeitet. Dabei legen die Autoren großen 

Wert auf die Verknüpfung von Anschaulichkeit und 

sachgerechter mathematischer Darstellung. Die 

übersichtliche Präsentation und die methodische 

Aufarbeitung beeinflusst den Lernerfolg positiv und 

bietet dem Schüler die Möglichkeit, Unterrichtsinhal-

te selbstständig zu erschließen bzw. sich anzueignen.
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Beispiel 2

  Die Gesamtkostenfunktion K ist gegeben durch  
K (x) =  x 3  —  x 2  + 2 x + 4;  x in ME, K (x) in GE.

a) Zeigen Sie, dass der Graph von K keinen Extrempunkt besitzt. Interpretieren Sie Ihr Ergebnis im wirtschaftlichen Sinn. 
b) Bestimmen Sie die Kostenänderung bei einer Produktion von 2 ME.Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

Lösung
a) Ableitungen:  K′ (x) = 3  x  2  — 2 x + 2; K′' (x) = 6x — 2
  Bedingung für Extremstellen:  K′ (x) = 0 ⋀ K′' (x) ≠ 0 
 Notwendige Bedingung für Extremstellen:  K′ (x) = 0   3  x  2  — 2 x + 2 = 0

 x 2  —   2 __ 3   x +   2 __ 3   = 0
 Diese Gleichung hat wegen                                                           D = —   5 __ 9   < 0    keine Lösung, K hat also keine Extremstellen.
  

Mit wachsenden Produktionszahlen wach-
sen auch die Kosten. Eine Kostenfunktion 
ist (streng)  monoton wachsend.
Die Steigungen der Kostenkurve sind 
stets positiv: K′ (x) . 0

 K′ hat eine Minimalstelle.

b) K′ (2) = 10
  Erhöht man bei einer Ausbringungs menge  

von 2 ME die Ausbringungsmenge um eine  
beliebig kleine Einheit, so beträgt die 
Kostenänderung 10 GE/ME.

Für die Ableitungsfunktion K′ der ertragsgesetzlichen Gesamtkostenfunktion K gilt: •  K′ (x) > 0
•  der Graph von K′ hat einen Tiefpunkt
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 II  Integralrechnung

 Modellierung einer Situation

Für den Produktlebenszyklus des neu entwickelten 
Schmerzmittels Niavita geht die Marketingabteilung 
von der Funktion u mit u(t) = 0,4 t 2  ·  e — 0,25t  aus. 
Diese beschreibt den Umsatz in GE pro Monat in 
Abhängigkeit von der Zeit t in Monaten. 

 

a) Berechnen Sie die Höhe des maximalen 
Umsatzes. 

b) Das Unternehmen setzt sich zum Ziel, mit dem 
Schmerzmittel in den ersten 36 Monaten einen 
durchschnittlichen Umsatz von 1,3 GE/Monat zu 
erzielen. Untersuchen Sie, ob dieses Ziel erreicht wird.

c) Ermitteln Sie, wieviel Prozent des Gesamtumsatzes der ersten 36 Monate bereits inner-halb der ersten 12 Monate erreicht wird.
d) Beurteilen Sie die durch u(t) prognostizierte Entwicklung des Gesamtumsatzesüber eine sehr lange Zeit.
e) Die Geschäftsleitung möchte das Schmerzmittel nach 24 Monaten bereits vom Markt nehmen. Bestimmen Sie den theoretisch größtmöglichen Umsatzverzicht.  

 

Bearbeiten Sie diese Situation, nachdem 
Sie die rechts aufgeführten  Qualifikationen 
und Kompetenzen erworben haben.

GE/Monat
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Qualifikationen & Kompetenzen
 •  Stammfunktionen bestimmen
 •  Flächeninhalte berechnen
 •  Integrale berechnen und 
 interpretieren

 •  Realitätsbezogene Zusammen hänge 
mathematisch modellieren



6 Vorwort

Kompetenzorientierte Fragestellung mit unterschied-

lichem Schwierigkeitsgrad ermöglichen es dem Schü-

ler, den Stoff zu festigen und zu vertiefen. Beispiele 

und Probleme aus dem Alltag und aus der Wirtschaft 

stellen einen praktischen Bezug her.

Jede Lerneinheit endet mit einer umfassenden Anzahl 

von Aufgaben. Diese sind zur Ergebnis sicherung und 

Übung gedacht, aber auch als Hausaufgaben geeignet.

Eine Differenzierung der Aufgaben ist durch Farben   

gegeben; 

blau:  Lösung ohne Hilfsmittel 

schwarz:  keine Vorgabe zur Lösung

Seiten, die Themen und Aufgaben nur für den Leis-

tungskurs beinhalten, sind farblich gelb hinterlegt.

Für Aufgaben mit dem Download-Logo  stehen aus-

führliche Lösungen zum  Download bereit. Sie finden 

diese im Downloadbereich zum Buch auf unserer 

Website  http://www.merkur-verlag.de.

Definitionen, Festlegungen, Merksätze und mathema-

tisch wichtige Grundlagen sind in Rot gekennzeichnet.

Die Aufgaben „Modellierung einer  Situa tion“ und 

„Test zur Überprüfung Ihrer Grundkenntnisse“ 

werden im Anhang ausführlich gelöst.

Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen wird 
durch den sinnvollen Einsatz digitaler 
 Mathematikwerkzeuge unterstützt. Im Buch wird 
Geogebra in vielfältiger Weise, zur Erarbeitung von 
mathematischen Inhalten und zur Lösung von 
Aufgaben eingesetzt. 

Videos dienen der Veranschaulichung von Problemen 
und Erläuterung von Lösungswegen. Sie unterstüt-
zen die Lernenden beim Ent decken mathematischer 
Zusammenhänge.
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  Qutientenregel der  Ableitung 

Beispiel   

Gegeben ist die Funktion f mit  f (x) =    e x  _____  e x  + 1  ; x ∈ R.
Gesucht ist f ′ (x).

Eine „einfache“ Regel zum Ableiten eines Quotienten gibt es nicht, wie man an einem Beispiel erkennen kann.

                                         f (x) =   
x + 1

 
____ x        =        1 +    1 __ x                                                                                                              ↓                            ↓           

                                                      1 _ 1   = 1     ≠        —    1 __ 
 x 2 

               
Man erkennt: Ein Quotient kann nicht abgeleitet werden, indem man Zähler und Nenner ableitet.

Für die Ableitung eines Quotienten gibt es eine Regel, die Quotientenregel.

Quotientenregel 

Ist die Funktion f gegeben durch f(x) =    
u(x)

 
____ v(x)     ; v(x) ≠ 0,

so gilt für die Ableitung:   f′(x) =
u′(x) · v(x) —  u(x) · v′(x)__________________

 (v(x))  2 

In Kurzform:  ( u__
v)′ =  u′v — uv′_______

v  2

Ableitung von f mit f (x) =  e x_____
 e x + 1 = 

u (x)____
v (x) Zählerterm:  u (x) =  e x ; u′ (x) =  e x

Nennerterm: v (x) =  e x + 1; v′ (x) =  e x
Mit der Quotientenregel:                      f′(x) =

e x · (e x + 1) — e x · e x________________
( ex + 1 )2

1. Ableitung                                                         f′(x) = e x_______
(e x + 1 )2

Beispiele 

1) f (x) =     e 2x_____
 x 2 + 3

  =  
u (x)____
v (x)

Zählerterm:  u (x) =  e 2x                     u′ (x) = 2 e 2x

Nennerterm:  v (x) =  x 2 + 3                     v′ (x) = 2x 

Mit der Quotientenregel:                      f′(x) =
2 e 2x · ( x 2 + 3) —   e 2x · 2x____________________

( x2 + 3 )2

1. Ableitung                        f′(x) =
2 e 2x ( x2  — x + 3)_____________

(x 2 + 3 )2

 mvurl.de/7ydz
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Beispiel 2

 Gegeben ist die Funktion f mit  f (x) = — 1__
3  x 3 + 2  x  2 — 3 x; x eR. Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen von f.

Lösung
Ableitungen:  f ′ (x) = —  x 2 + 4 x — 3;  f ″ (x) = — 2 x + 4
Hinreichende Bedingung für Extremstellen: f ′ (x) = 0 ⋀ f ′' (x) ≠ 0Notwendige Bedingung: f ′ (x) = 0                                                       — x 2 + 4 x — 3 = 0 Stellen mit waagrechter Tangente: x 1 = 1;   x 2 = 3
Nachweis durch Einsetzen der x-Werte in f ″ (x)
f ″ (1) = 2 > 0: f hat in x = 1  ein (relatives) Minimum,

Der Graph von f hat einen Tiefpunkt an 
der Stelle   x 1 = 1.

f ″ (3) = — 2 < 0: f hat in  x = 3  ein (relatives) Maximum,
Der Graph von f hat einen Hochpunkt an der
Stelle x 2 = 3.

Mit  f (1) = — 4__
3  und  f (3) = 0  erhält man: 

Tiefpunkt T ( 1  | — 4__
3 ) ; Hochpunkt H (3 | 0)

Schaubild von f:

Aufgaben

1 Untersuchen Sie das Schaubild von f auf Hoch- und Tiefpunkte. Bestimmen Sie die Schnittpunkte des Graphen von f mit der x-Achse. Skizzieren Sie den Graphen von f in ein Achsenkreuz.
a) f (x) =   1 __ 2   x 3  —  x 2  —   5 __ 2  x + 3  b) f (x) = —  x 3  + 3x — 2 c) f (x) =   3 __ 8    x 3  —   3 __ 4    x 2 

2 Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen von f.a) f (x) = —   1 __ 4    x 2  + x — 2 b) f (x) =   1 __ 6   ( x 3  — 9 x) c) f (x) =  x 3  —    3 
__ 2    x 2  + 5

3 Die Abbildung zeigt den Graphen einer  
Funktion f mit f (x) = a x 3 — 1__

2  x 2 — 5__
4 x + 3__

2 .
Bestimmen Sie a mithilfe der  Zeichnung.
Ermitteln Sie Hoch- und Tiefpunkt des 
Graphen von f.
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Preiselastizität
Preiselastizität der Nachfrage
Bei einer Ware wird Angebot und Nachfrage über den Preis reguliert. Eine Preisänderung hat eine Mengenänderung zur Folge, welche durch die Nachfragefunktion bestimmt wird.Die Stärke der Reaktion bei einem bestimmten Preis wird untersucht.
Die Reaktion der Nachfrage auf Veränderungen des Preises misst man mit dem
Elastizitätskoeffizienten eN. Darunter versteht man die prozentuale (relative) Veränderungder Nachfrage bei prozentualen (relativen) Preisänderungen. 

Preiselastizität der Nachfrage  e N = 
relative Mengenänderung__________________
 relative Preisänderung =  

Δx__
x__
Δp__
p

Beispiele

1) Eine Preiserhöhung für ein Gut um 1 % hat einen Nachfragerückgang 
a) um 5 % zur Folge. Der Elastizitätskoeffizient hat den Wert   e N = — 5%____

1%  = — 5. 
Die Nachfrage heißt in diesem Fall elastisch, da  e  N , — 1. 

b) um 0,5 % zur Folge.  Der Elastizitätskoeffizient hat den Wert   e N = 
— 0,5%_____

1%  = — 0,5. Die Nachfrage reagiert unelastisch, da eN . — 1. 
Steigt der Preis des Gutes um ein Prozent, wird die Nachfrage um weniger als ein Prozent zurückgehen.

c) um 1 % zur Folge.  Der Elastizitätskoeffizient hat den Wert   eN = — 1%____
1%  = — 1. Die Nachfrage reagiert fließend, da eN = — 1. 

Eine Preiserhöhung um 1 % bewirkt einen Nachfragerückgang um 1 %.  

2) Eine Marktuntersuchung hat ergeben, dass 400 Kunden eine Ware zu 450 € kaufen würden. Bei einem Preis von 300 € würden 1150 Käufer zugreifen.Für die Preiselastizität der Nachfrage bei einem Preis von 450 €  gilt dann für die 

Nachfragemenge x = 450 und Preis p:  e  N =  
Δx__
x__
Δp__
p

  =  
400 — 1150________

400_______
450 — 300________

450

 = 
— 750____
400____
150___
450

 = — 
750___
150 · 450___

400 = — 5,625

Interpretation: Die Nachfrage heißt (sehr) elastisch, eine 1% ige Preiserhöhung hat einen 5,6 %igen Nachfragerückgang zur Folge.

Bei der Preiselastizität der Nachfrage gilt: 

 e  N (x) =   
 p  N (x)

 
_____

 x   ·    1
 

_____
  p  N ′(x)       (wegen   e N (x) =     p N (x)

 
____ x   ·    1

 
___ 
  Δ p  N 

 ___ Δx  
    und   lim    

∆x→0
    ∆ p  N 

 ___ ∆x   =  p  N ′(x))

Die Funktion  e N  heißt Elastizitätsfunktion der Nachfrage. 
Die Nachfrage heißt in  x 0  elastisch, wenn  e N ( x 0 ) , — 1, unelastisch, wenn — 1 ,  e N ( x 0 ) , 0 und fließend, wenn  e N ( x 0 ) = — 1.

147

Anwendung der Integralrechnung in der  Wirtschaft

 Test zur Überprüfung Ihrer Grundkenntnisse

1 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.
a) f (x) =   1 __ 7   ( x 3  + 3  x 2  + 4)  b) f (x) = —   3 __ 2   x + 4  e 1 — 2 x    

2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion F von f mit  f (x) =   1 __ 2  (x + 5  x  3  ) und  F (0) = 3.  

3 Zeigen Sie: F mit  F (x) = (2 x — 1)  e — 0,5 x   + 6;  x e R,  ist eine Stammfunktion der Funktion f mit  f (x) =  (   5 __ 2   — x )   e — 0,5 x  ;  x e R.

4 Gegeben ist die Funktion f mit f (x) = — 0,25 (x — 1) (x — 2);  x e R.   Der Graph von f schließt auf [0; 2] mit der x-Achse zwei Flächenstücke ein.Berechnen Sie den Gesamtinhalt.

5 Die Funktion f ist gegeben durch
f (x) =  0,5  e 0,5x  ; x e R.

Die Abbildung zeigt den Graphen von f. 
Berechnen Sie den Inhalt der grau 
unter legten Fläche.  

6 Gegeben ist das Schaubild einer Funktion f mit dem Definitionsbereich [— 4,5; 4,5].Begründen Sie für jede der folgenden Behauptungen, ob sie wahr oder falsch ist.(1) Die Tangente an das Schaubild von f an 
der Stelle  x = — 2  hat die Steigung — 5. 

(2) Das Schaubild jeder Stammfunktion 
von f hat an der Stelle  x = 0 
eine waagerechte Tangente. 

(3) Jede Stammfunktion von f hat drei 
Wendestellen.     

(4)  ∫
— 4

4

 f (x) dx > 6

 (5)  ∫
0

4

f′ (x) dx = 0 

7 Die Abbildung zeigt die Graphen 
 einer Angebots- und einer Nachfragefunktion.

a) Ordnen Sie begründet zu.
b) Berechnen Sie die Konsumentenrente

und kennzeichnen Sie diese in einer Skizze.
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Grafisches Aufleiten und Ableiten

Beispiel 1

 Die Funktion F ist eine Stammfunktion der ganz-
rationalen Funktion f. Die Abbildung zeigt das 
Schaubild von F. 
Leiten Sie hieraus Aussagen über Nullstellen 
und Extremstellen von f ab.

Lösung
Es gilt:  F′ (x) = f (x).  Der Graph von F hat waag-
rechte Tangenten bei   x 1 ≈ 1,3  bzw. bei  x 2 ≈ — 0,3;  
d. h., an diesen Stellen gilt:  F′ (x) = 0,  d. h.,  x 1 und   
x 2 sind Nullstellen von f.
Der Graph von F hat einen Wendepunkt bei   
x 3 ≈ 0,5,  d. h.,  x 3 ist Extremstelle von f.
 x 3 ist Minimalstelle von f, da der Graph von F in  x 3die kleinste Steigung hat.

Beispiel 2

  Die Funktion F ist eine Stammfunktion der  
Funktion f. Die Abbildung zeigt das Schaubild von f. 
Skizzieren Sie ein mögliches Schaubild von F. 
Formulieren Sie Aussagen über die Funktion F 
bzw. den Graphen von F. 

Lösung
Es gilt:  F′ (x) = f (x)
f (x) ist der Steigungswert des Graphen von F an der 
Stelle x.
•  f hat Nullstellen in   x 1 = — 2  und  x 2 = 0, 

d. h., der Graph von F hat waagrechte  Tangenten in
 x 1 und  x 2. In   x 1 = — 2  wechselt f (x) das Vorzeichen 
von — nach + d. h., F hat in   x 1 = — 2  
eine Minimalstelle. Entsprechend:
F hat in   x 2 = 0  eine Maximalstelle.

• f hat eine Extremstelle in   x 3 ≈ — 1. 
An dieser Stelle gilt:  f′ (x) = F′′ (x) = 0,  d. h., der Graph 
von F hat einen  Wendepunkt in  x 3 . 

Hinweis:  Verschiebt man den Graph von F in y-Richtung, 
so ergibt sich der Graph einer weiteren 
Stammfunktion F* von f.

 mvurl.de/rszu
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1.4 Wendepunkte 
DerAmazonas fließt zunächst in einer
 Rechtskurve und danach in einer 
 Linkskurve (vgl. Abbildung).

Im Übergang von Rechtskurve zu  Linkskurve 
oder von Linkskurve zu Rechtskurve 
liegt ein Wendepunkt. Die Kurve wechselt ihre 
Krümmung.

Ist  x 1 Wendestelle von f, so ist  x 1 in diesem 
Fall die Stelle mit kleinster Steigung, also 
Extremstelle von f ′.

Daraus folgt:
Notwendige Bedingung für die 
Wendstelle  x 1 :
Steigung des Graphen von f ′ in  x 1 ist null, also:
(f′)′ ( x1) = 0

  f ″ (  x1) = 0

Nachweis für die Wendestelle  x 1 :
f ″ (x) hat einen Vorzeichenwechsel 
von — nach +
oder

f ‴ (  x1 ) > 0

Hinweis: f ‴ (  x1) ist die Steigung des 
                Schaubildes von f ″  an der Stelle  x 1 . 

Bestimmung von Wendepunkten
Notwendige und hinreichende Bedingung für Wendestellen:f ″ (x) = 0 ⋀ f ‴ (x) ≠ 0
• Notwendige Bedingung:  f ″ (x) = 0  liefert die Stellen  x 1 ,  x 2 , ...• Nachweis durch Einsetzen von  x 1 in f ‴ (x)
      Ist f ‴ ( x1 ) ≠ 0, so hat der Graph von f den Wendepunkt W (  x 1 | f (x 1 ))

 mvurl.de/4alr
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Aufgaben

1  Berechnen Sie die Elastizität folgender Nachfragefunktionen in Abhängigkeit   von der Menge x.

 Geben Sie die Bereiche an, in denen die Nachfrage elastisch ist.
 a)  p  N (x) = 100 — 7x b)   p  N (x) = 144 — 3 x 2   c)   p  N (x) =   400

 ___ x   + 200

2 Nennen Sie Beispiele für Güter, bei denen eine starke Veränderung der Nachfrage  bei einem veränderten Preis zu erwarten ist. 

3 Gegeben sind eine Nachfragefunktion  p  N (x) = 200 — 5 x 2   und die Angebotsfunktion  p  A (x) = 20x + 50.
a) Bestimmen Sie die Gleichgewichtsmenge und den Gleichgewichtspreis.  
b) Ermitteln Sie die Preiselastizitätsfunktion der Nachfrage  e  N (x) in Abhängigkeit von  der Menge x und stellen Sie die Funktion grafisch dar.
c)  Berechnen Sie die Mengen, für die das Angebot fließend bzw. elastisch ist. 
d) Bestimmen Sie die Elastizität von Angebot und Nachfrage im Marktgleichgewicht.Interpretieren Sie diese Werte.

4 Das Schaubild der linearen Nachfragefunktion  p  N  fällt mit —    
1
 

___
 100   . An der Stelle x = 200 hat  p  N  den Funktionswert 1. 

Bestimmen Sie den Funktionsterm.
Berechnen Sie die Elastizitätsfunktion der Nachfrage und die Elastizität in x = 200.Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

5 Der Hersteller von elektronischen Bauteilen hat am Markt eine Monopolstellung.   Der erzielbare Preis in GE pro ME lässt sich aufgrund einer Marktstudie mit 
der Preis-Absatz-Funktion   p N(x) = — 0,8x + 9 berechnen.
Bestätigen Sie die Aussage:   e N(x) = — 1, wenn x die Hälfte der Sättigungsmenge ist.Bestimmen Sie die Nachfragemenge, bei der eine 1 %-ige Preiserhöhung einen 2 %-igen Nachfragerückgang bewirkt. 
Geben Sie die Elastiziät der Nachfrage bei einem Preis von 7 GE/ME an.     
Ermitteln Sie die Elastizitätsbereiche.
Interpretieren Sie Ihr Ergebnis. 

6 Gegeben ist die Nachfragefunktion   p N(x) = 970 — 13 x 2. Geben Sie die Bereiche an, in denen der Umsatz durch Preissenkung erhöht werden kann.
Zeigen Sie, dass für  x 0 mit  e  N( x0) = — 1 der Umsatz sein Maximum annimmt.
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